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леса; )/(4 22 еееt BAAf   – геометрический коэффициент; )/(
2
окрa VpEu   – 
критерий подобия Эйлера; pa – давление масловоздушной смеси во впадинах 
конического колеса; Vокр=ω∙re – окружная скорость зубчатого колеса. 
Для проверки адекватности принятых допущений при выводе зависимости (4) 
проведено сравнение результатов расчета по этой зависимости с эксперименталь-
ными данными [15]. Сравнение проведено в виде графиков зависимостей безраз-
мерных коэффициентов от числа Рейнольдса (  2Re еr ), приведенных на рисун-
ке. Сравнительный анализ результатов расчета и эксперимента показывает хоро-




















для оценки потерь энер-
гии при эксплуатации конических зубчатых передач на стадии проектирования.  
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Рисунок – Зависимость безразмерного момента аэроди-
намического сопротивления от числа Рейнольдса: 
  – результаты экспериментального исследования [15]; 
 
 – результаты расчета по зависимости (4) 
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РЕШЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ  
ТЕРМОУПРУГОСТИ ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ЗУБЧАТОЙ 
ПЕРЕДАЧЕ С ТОЧЕЧНЫМ КОНТАКТОМ 
 
В работе рассмотрено решение пространственной контактной задачи с учетом температуры при-
менительно к зубчатому зацеплению. Выведены формулы для определения контактных напряже-
ний возникающих на площадке контакта. Приведен числовой пример решения задачи. 
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Введение. Актуальность задачи. В процессе работы зубчатой передачи 
(системы шестерня-колесо) зубья нагреваются, что влияет на распределение кон-
тактных давлений по площадке контакта. Пространственная контактная задача с 
учетом тепловыделения применительно к деталям машин и механизмов до сих пор 
является актуальной [5]. Большое количество работ посвящено изучению данного 
вопроса [4]. В работах [2, 3] данная задача исследуется с учетом тепловых явлений, 
т.е. решается пространственная кон-
тактная задача термоупругости. 
 
Цель работы. Целью работы 
является решение пространственной 
контактной задачи термоупругости 
применительно к зубчатой передаче 
с точечным контактом. 
 
Постановка задачи. Рассматри-
вается термоупругая задача о контакте 
зубьев (шестерни и колеса) с началь-
ным контактом в точке. При этом за-
даются радиусами кривизны контакти-
рующих тел в двух взаимно перпенди-
кулярных плоскостях (рисунок 1). 
В работе [1] получено двумерное 
интегральное уравнение контактной задачи термоупругости первого рода 
 





























 при (x1,x2)Ω. (1) 
 
 
Рисунок 1 – Схема контакта поверхностей 
вращения с параллельными осями  
при внешнем соприкасании 
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Введем обозначение 
 
      .,)(,)(, 21021212121 xxθxxPxxF                        (2) 
 























при (x1,x2)Ω.                (3) 
 
Из теории потенциала известно, что решение уравнения (3) должно обра-












где a, b (a≥b) – полуоси эллипса. 



























 2121, dxdxxxPP  ,                                             (5) 
 
где P – нормальная сила, прижимающая упругие тела. 
На основании (2) и (4) имеем 
 





















































 ,     21, xx .      (6) 
 














 21210 , dxdxxxθD .                                          (8) 
 
На основании (6) и (7) окончательно имеем 
 





























  при   21, xx .     (9) 
 
Формула (9) определяет распределение давления по эллиптической пло-
щади контакта. Здесь γ=(η1+η2)/(ϑ1+ϑ2). 
Исследуем влияние температуры на величину контактного давления и раз-
меры области контакта. В основу исследования положим интегральное уравне-
ние (1). Решение этого уравнения дается формулой (9). Для дальнейшего необхо-
димо конкретизировать вид функции θ0(x1,x2), входящей в формулу (9). 
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QxxQ  при   21, xx ,                        (10) 
 
где Q0 – температура в центре площадки контакта. 























































θPxxP c  при   21, xx . (11) 
 







θPP c  .                                            (12) 
 
Рассмотрим вопрос об определении размеров площадки контакта. Для 
этого подставим формулы (4), (7) в уравнение (3). После вычисления инте-
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Из этих формул следует, что 
 
















  .                                      (16) 
 
Из формулы (16) можно определить эксцентриситет e эллипса E0. Эта фор-
мула имеет точно такой же вид, как и при рассмотрении контактной задачи без 
учета температуры. Следовательно, температура зубьев не влияет на величину e. 
Учитывая (14) и (15), получаем 
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abθD  .                                          (18) 
 
Из (17) с учетом (18) получаем уравнение для определения параметра   
 
123   ,                                            (19) 
где 
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21  . (21) 
 
Величину αa можно найти по (13). Здесь a – большая полуось эллипса E0. 
Величину полуоси b можно найти по первой формуле (20), а полуось b 
из соотношения 
  2/121 eab  . 
 
Эксцентриситет граничного эллипса 
Е0 можно найти из (16). Распределение 
давления на площадке контакта дается 
формулой (11), а величину Pmax можно 
определить по (12). 
На рисунке 2 представлен график за-
висимости параметра ε от величины ω. 
Из этого графика следует, что ε≤1. Та-
ким образом величина а с учетом температу-
ры меньше, чем без учета температуры. 
Пример. Значения расчетных кон-
тактных напряжений одинаковы для шес-
терни и колеса. Поэтому расчеты на 
прочность выполняют для того из колес 
пары, у которого меньшее допускаемое 
напряжение (чаще это бывает колесо, а не 
шестерня). Полученные выше формулы 
используют для проверочного расчета, 
когда все необходимые размеры и другие 
параметры зубчатой передачи известны. 
Принимаем: 
301  мм; 602  мм; 70R мм, 
 
где ρ1,ρ2 – радиусы кривизны боковых профилей выпуклых зубьев; R – радиу-
сы кривизны образующей боковой поверхности зуба шестерни, 
 
5101,2 E МПа; 4101,8  МПа; 28,0 , 
 
где Е – модуль продольной упругости (модуль Юнга); μ – модуль сдвига; υ – 
коэффициент Пуассона. 
Полагаем, что распределение температуры по площадке контакта подчи-
няется закону (20), 
Сa  1103,1 5 ; Сθ  2000 ; 28,0 ;  
  Сa  11033,312 521 ; 286,0/ 12 RR . 
 
По формуле (18) определяем эксцентриситет e2=0,811. По второй фор-
муле (20) находим величину a0=3,43мм. Далее определяем безразмерный па-
раметр ω по формуле (21) 
 












Решая кубическое уравнение (19), находим ε=0,982. 
Большая полуось эллиптической площадки контакта  
 
Рисунок 2 – График зависимости па-
раметра ε от величины ω 
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37,343,3982,00  aa мм; 
меньшая полуось 
    47,1811,0137,31 21212  eab мм. 
 






































































Па=4,91 910 Па=4910МПа. 
 
Давление в любой точке площадки контакта Ω2 с учетом температуры 



































































T  при   121, xx . (22) 
 
Здесь PT – давление на площадке контакта с учетом температуры; x1и x2 в 
формуле (22) отсчитываются в мм. Давление PT(x1,x2) в (22) выражается в МПа. 













































































T , 47,12 x мм. 
 
По этим формулам можно вычислять давление в точках, расположенных 
на осях координат. В этих формулах давление PT выражается в МПа. 
 
Выводы. Решена пространственная термоупругая контактная задача 
применительно к зубчатой передаче с первоначально точечным контактом. 
Получены формулы для определения контактных напряжений на площадке 
контакта. Дан числовой пример решения конкретной задачи. 
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